Муниципальный тур  олимпиады по математике
(2019/2020 уч. год)

Задания для 7 класса
Ответы и решения заданий.

Задание 1 
Внутри отрезка AB взяли произвольную точку M. Точка C – середина отрезка AM, а точка D – середина отрезка MB. Наконец, точка P – середина отрезка CM, а точка  Q – середина отрезка   MD. Найдите длину отрезка PQ, если длина отрезка AB равна 40 сантиметрам. 
Ответ: 10 см. 
Решение. 
Вначале найдем длину отрезка CD. По условию, длина отрезка CM равна половине длины отрезка AM, а длина отрезка MD – половине отрезка MB. Следовательно, CD =CM + MD = ½ АВ=20см. Аналогично показывается, что длина отрезка PQ равна половине отрезка CD. 

Критерии 

· Обосновано нахождение правильного ответа – 7 баллов

· Найден правильный ответ без обоснования (только вычисления) – 5 баллов. 

· Если ответ не получен или получен не верный, но показано, что длина отрезка CD равна половине длины отрезка AB – 3 балла. 

· Если ответ не получен на последнем шаге, но ход рассуждения верный – 2б
· Частный случай - 1 б.
· Если рассуждения ошибочны или получен не верный  ответ -0 баллов

Задание 2

Из чисел A, B и C одно положительно, одно отрицательно и одно равно 0. Известно, что A = B (B – C). Какое из чисел положительно, какое отрицательно и какое равно 0? Ответ мотивируйте.
Решение. 

Если A = 0, то либо B = 0, либо B – C = 0. Ни то, ни другое невозможно.
Поэтому A не 0. Если B = 0, то и A = 0. Это тоже невозможно.
Поэтому B не 0. Следовательно, C = 0, и равенство из условия задачи можно переписать в виде A = B(B-0) = B2. Отсюда следует, что B < 0. (- умн. на - даст +) Значит, B отрицательно, а A – положительно.

Критерии

· Рассмотрены все комбинации равенства чисел  нулю, верно сделаны дальнейшие рассуждения о знаке других чисел, решение доведено до конца -7 баллов
· Рассмотрены все комбинации равенства чисел нулю, но сделаны ошибочные выводы о знаке чисел В и С – 3 балла

· Рассмотрены НЕ все комбинации равенства чисел нулю, при этом сделан верный вывод  о всех числах – 2 балла

· Рассмотрены все комбинации равенства чисел нулю, но дальнейшее продвижение отсутствует -1 балл

· Задание не выполнено -0 баллов

Задание 3 
Когда Винни-Пух пришел в гости к Кролику, он съел 3 тарелки меда, 4 тарелки сгущенки и 2 тарелки варенья, а после этого не смог выйти наружу из-за того, что сильно растолстел от такой еды. Но известно, что если бы он съел 2 тарелки меда, 3 тарелки сгущенки и 4 тарелки варенья или 4 тарелки меда, 2 тарелки сгущенки и 3 тарелки варенья, то спокойно смог бы покинуть нору гостеприимного Кролика. От чего больше толстеют: от варенья или от сгущенки? 

Ответ: от сгущенки.
Решение: По условию     3м + 4с + 2в > 2м + 3с + 4в,   откуда   м + с > 2в. (*)

По условию же               3м + 4с + 2в > 4м + 2с + 3в,   откуда   2с > м + в.
Складывая последнее неравенство с неравенством (*), получаем м + 3с > м + 3в, откуда с > в.

Критерии

· Приведено полное обоснованное решение -7 баллов
· Ход рассуждения верен, решение доведено до конца, но недостаточно обосновано - 6 б.
· Ход рассуждений верен, но на последнем шаге решение не доведено до конца – 3 балла

· Задача не решена или решена неверно -0 баллов

Задание 4
В отаре 45% баранов и 55% овец. Средний вес овцы 81 кг. Определите, каков средний вес барана, если известно, что общий вес баранов составляет 55% веса всей отары.

Ответ: 121 кг
Решение

Пусть в отаре х животных, тогда 0,45х (голов) – баранов, 0,55х (голов) – овец. 
1) 0,55х*81=44,55х (кг) – масса всех овец, что составляет 45% от массы всего стада. 45%=0,45 
2)44,55х : 0,45=99х (кг) - масса стада. 
3)Вычтем из массы стада массу овец: 99х-44,55х=54,45х (кг) - масса всех баранов,

4) разделим массу баранов на их количество: 54,45х : 0,45х = 121 (кг) - масса одного барана. 
.
ИЛИ 

Решение. 

Пусть в отаре 20k голов скота. Тогда из них 9к баранов и 11k овец. При этом общий вес овец 81 • 11к, а общий вес баранов 55/45 • 81 • 11к = 9 • 121 к. Поделив на общее количество баранов, найдём средний вес одного барана.
Критерии

· Приведено полное с пояснениями решение -7 баллов

· Решение в целом верное, но допущена вычислительная ошибка, из-за чего ответ иной – 5 баллов 

· Найдена верно масса всех баранов, дальнейшее продвижение отсутствует – 3 балла

· Найдена только масса стада -2 балла
· Верное рассуждение, но не доведено ответа -2 балла
· Решение неверное или отсутствует или ответ без решения  -0 баллов.
Задание 5  
В трёх клетках таблицы 3×3 стоят  числа (см. рисунок). [image: image109.wmf].
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Требуется заполнить числами остальные клетки так, чтобы во всех строках, столбцах и главных диагоналях суммы чисел оказались равными. Докажите, что это можно сделать единственным способом, и заполните таблицу.

Решение 

Первый способ. Пусть в пустой клетке верхней строки стоит число x, тогда сумма чисел в этой строке равна 6 + x. Для того, чтобы сумма чисел первого столбца была такой же, в пустой клетке этого столбца должно стоять число x + 2.
Рассматривая диагональ от левой нижней клетки до правой верхней и рассуждая аналогично, получим, что в центральной клетке должно стоять число  x – 2. Тогда справа от него – число 6 – x, а под ним – число 8 – x (см. рис. 4а).
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Рисунок 4а
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Рисунок 4б


Для того, чтобы суммы чисел третьей строки и третьего столбца были равны 6+  x, в правой нижней клетке должно стоять число 2x  –  5. С другой стороны, там должно стоять число 7, чтобы сумма чисел во второй диагонали была такой же. Значит, 2x – 5 = 7, откуда x = 6. Следовательно, таблица восстанавливается однозначно (см. рис. 4б), что и требовалось.
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  Рисунок 4в
Второй способ. Заполним таблицу так, как показано на рис. 4 б, тогда такая расстановка  чисел удовлетворяет условию. Пусть есть другая расстановка, удовлетворяющая условию, в которой в центральной клетке верхней строки стоит число 6 + t, где t≠0, тогда сумма чисел в верхней строке равна 12 + t. В этом случае, в центральной клетке должно стоять число 4 +  t, значит, в центральной клетке нижней строки – число 2 –  t (см. рис. 4в). Но тогда возникает противоречие: в правой нижней клетке, исходя из суммы в строке, должно стоять число 7 + 2t, а, исходя из суммы по диагонали,  должно стоять 7. Следовательно, таблица восстанавливается однозначно.

Критерии 
· Приведено полное обоснованное решение -7 баллов

· Приведено в целом верное рассуждение, содержащее незначительные  неточности – 6 баллов

· Доказано, что таблица может быть восстановлена однозначно, но сама заполненная таблица не приведена или при ее заполнении допущены вычислительные ошибки -4 балла
· Верно показано заполнение таблицы, но не доказана единственность – 2 балла
· Задача не решена или решена неверно -0 баллов
Муниципальный тур  олимпиады по математике
(2019/2020 уч. год)

Задания для 8 класса
Ответы и решения заданий.

Задание 1.

Дробь 
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 равна целому  числу. Разные буквы обозначают разные цифры, а между ними стоит знак умножения. Чему равна дробь? Ответ обоснуйте. 

Ответ: дробь равна 0.

Решение. В выражении использованы десять различных букв, что соответствует 10 различным цифрам. Так как на ноль делить нельзя, то 0 будет входить в числитель. Поэтому дробь равна 0.
Критерии 

· Решение полностью верно и обосновано -7 баллов
· Решение полностью неверно или только ответ-0 баллов
Задание 2 

Сколько различных решений имеет уравнение │x3 + 47x│=12x2 + 60?
Ответ: исходное уравнение имеет 6 решений.
Решение. 
Данное уравнение после раскрытия модуля разбивается на два уравнения:
х3 - 12x2 + 47x - 60=0     и        x3 + 12x2 +47x+60=0.
Заметим, что если в первом уравнении заменить х на -х, то мы получим второе уравнение, т.е. все решения первого уравнения, взятые с противоположным знаком, являются решениями второго уравнения, и наоборот, все решения второго уравнения, взятые с противоположным знаком, являются решениями первого уравнения. 
Преобразуем первое уравнение. Поскольку
 х3 -3∙ х2 ∙4+3∙ х ∙42 -43 - х +4 = (x-4)3 -(x-4) =  (x-4)(x2 -8x+15)=(х-4)(х-3)(х-5), 
то первое уравнение имеет вид (х-3)(х-4)(х-5)=0, т.е. числа 3, 4, 5 являются решениями первого уравнения. Таким образом, исходное уравнение имеет 6 решений.
Критерии

· Решение полностью верно, обосновано количество решений или найдены все решения – 7баллов

· Правильно раскрыт модуль, найдены корни одного из уравнений – 4балла

· Решение полностью неверно или только ответ-0 баллов
Задание 3
Клетки таблицы 6х6 раскрашены в чёрный и белый цвета так, что получилось 30 пар соседних клеток разного цвета и 16 пар соседних клеток чёрного цвета. (Клетки счи​таются соседними, если у них есть общая сторона.) Сколько пар соседних клеток бе​лого цвета?

 Ответ: 14.
Решение.
Угловые клетки имеют по 2 соседа, таких клеток в таблице 4, значит, всего пар 
2 · 4 = 8. Крайние клетки (не угловые) имеют по 3 пары, таких клеток 16, значит, всего пар 16 · 3 = 48. Все остальные клетки имеют по 4 пары, таких клеток 36 − 4 − 16 = 16, то есть 64 пары. Всего имеем пар 8 + 48 + 64 = 120. В приведенных расчетах все пары взяты дважды (так как учитывались все клетки). Таким образом, уникальных пар 120 : 2 = 60. Поэтому пар белого цвета 60 − 30 − 16 = 14.

Критерии:
· Решение полностью верно и обосновано -7 баллов

· Идея решения верна, но допущена вычислительная ошибка, не влияющая на смысл рассуждений – 4 балла

· Ход решения верен, но не учтено, что пары клеток взяты дважды – 3 балла

· Решение полностью неверно или только ответ-0 баллов
Задание 4
Команда из Пети, Васи и одноместного самоката участвует в гонке.
Дистанция разделена на участки одинаковой длины, их количество равно 42, в начале каждого — контрольный пункт. Петя пробегает участок за 9 мин, Вася — за 11 мин, а на самокате любой из них проезжает участок за 3 мин. Стартуют они одновременно, а на финише учитывается время того, кто пришел последним. 

Ребята договорились, что один проезжает первую часть пути на самокате, остаток бегом, а другой — наоборот (самокат можно оставить на любом контрольном пункте).
Сколько участков Петя должен проехать на самокате, чтобы команда показала наилучшее время? 
Ответ: 18

Решение.

 Если Петя проедет 18 участков и пробежит оставшиеся 42 – 18 = 24, он затратит 18∙ 3 + 24∙ 9 = 270 мин. При этом Васе, наоборот, достанется проехать 24 участка, а пробежать 18, на что уйдет 24 ∙ 3 + 18 ∙ 11 = 270 мин — то же самое время. Если же Петя проедет меньшее число участков, то его время (и, соответственно, время команды) увеличится. Если Петя проедет большее количество участков, то увеличится время Васи (и время команды). 
Достаточно обозначить число проезжаемых Петей участков через x и решить уравнение  x·3 + (42 – x)·9 = (42 – x)·3 + 11x.

Критерии:
· Решение полностью верно и доведено до конца -7 баллов

· Идея решения верна, но допущена вычислительная ошибка, не влияющая на смысл рассуждений – 4 балла

· Верно составлена математическая модель по условию  задачи, но не закончено решение -2балла

· Решение полностью неверно или только ответ-0 баллов
Задание 5
В прямоугольном треугольнике ABC угол B прямой. На катете AB выбрана точка M так, что AM = BC, а на катете BC выбрана точка N так, что CN = MB. Найдите острый угол между прямыми AN и CM. 
Ответ: 
[image: image6.wmf]0
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Решение. 
Достроим треугольник ABC до прямоугольника ABCD и выберем на его стороне CD точку P так, что AP параллельно CM. Тогда PC = AD, DP = CN, и прямоугольные треугольники, ADP и CPN равны, причём ∠DAP = ∠CP N. Поэтому ∠APD +∠CPN = 
[image: image7.wmf]o
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 и ∠APN =
[image: image8.wmf]o
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,то есть треугольник APN — равнобедренный прямоугольный треугольник. Значит, ∠PAN = 
[image: image9.wmf]0
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 и, в силу параллельности прямых AP и CM, острый угол между прямыми AN и CM тоже составляет 45 градусов.
Критерии 
· Полное обоснованное  решение -7баллов

· Решение верное, но присутствуют недочёты, не влияющие на ход решения ИЛИ не достаточно обосновано – 4 балла

· Решение полностью неверно или только ответ-0 баллов
Муниципальный тур  олимпиады по математике
(2019/2020 уч. год)

Задания для 9 класса
Ответы и решения заданий.

Задание 1.

Дано 300-значное число 22…21…100…0, содержащее 100 двоек, 100 единиц и 100

нулей. Можно ли переставить цифры в этом числе так, чтобы получился квадрат натурального числа?

Ответ. Нельзя. 
Решение. Сумма цифр данного числа равна 2(100 + 1(100 = 300. Из признаков делимости на 3 и на 9 следует, что данное число делится на 3, но не делится на 9. При перестановках цифр сумма цифр не меняется, и поэтому после перестановки не получится точный квадрат (т.к. число, возводимое в квадрат, должно делиться на 3, а его квадрат – на 9).

Критерии 

· Приведено полное обоснованное решение -7баллов
· Рассуждения строятся на частных примерах  с уменьшением количества цифр в числе – 1 балл
· Рассуждения ошибочны или дан ответ без обоснования - 0 баллов
Задание 2. 
Часть графика линейной функции, расположенная во второй координатной четверти, вместе с осями координат образует треугольник. Во сколько раз изменится его площадь, если угловой коэффициент функции в два раза увеличить, а свободный член в два раза уменьшить?

Ответ: уменьшится в восемь раз
Решение.  
Пусть исходная линейная функция задается уравнением y = kx + b. Из условия задачи следует, что k > 0 и b > 0. Точки пересечения ее графика с осями: А(0; b) и В(−b/k; 0). 

Так как отсекаемый треугольник АОВ – прямоугольный, то его площадь равна  

1/2 OA⋅OB=1/2 b∙ b/k =  b2/ 2k

После указанного изменения коэффициентов получится функция y = 2kx + 0,5b. Ее график пересекает оси координат в точках С(0;b/2) и D(−b/4k;0). Площадь прямоугольного треугольника СOD равна 1/2 OC⋅OD=1/2∙ b/2  ∙ b/4k = b2/ 16k .
Следовательно, площадь уменьшится в b2/ 2k  : b2/ 16k = 8 раз.
Критерии 

· Приведено полное обоснованное решение -7 баллов

· Приведено верное в целом рассуждение, содержащее незначительные пробелы ИЛИ неточности, не повлиявшие на ответ -5 баллов

· Верный ход рассуждений, но допущена вычислительная ошибка – 4 балла

· Получен верный ответ, приведены верные вычисления при неверном использовании понятийного аппарата - 3 б.
· Приведен верный ответ, полученный путем рассмотрения конкретного примера-2 балла
· Задача не решена ИЛИ решена неверно ИЛИ приведен только верный ответ –   0 баллов 

Задание 3
В обменном пункте можно совершить одну из двух операций:

1) за 3 золотых монеты получить 4 серебряных и одну медную;

2) за 6 серебряных монет получить 4 золотых и одну медную.

У Николая были только серебряные монеты. После посещений обменного пункта серебряных монет у него стало меньше, золотых не появилось, зато появилось 35 медных. На сколько уменьшилось количество серебряных монет у Николая?

Ответ: количество серебряных монет станет  на 10 меньше.

Решение
[image: image1.png]
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Пусть Николай сделал сначала х операций второго типа, а затем у операций первого типа. Тогда имеем:     4х – 3у=0, количество золотых монет не изменилось,        х =15
                           х +у =35, медных стало больше на 35                                    у =20
Тогда серебряных монет стало на 4у – 6 х = 80 – 90= -10  больше, то есть на 10 меньше.

Критерии
· Любое верное  и полное решение задачи-7 баллов

· В целом верное решение, содержащее пробелы в обосновании - 4 б.

· Приведено верное в целом рассуждение, но допущена вычислительная ошибка – 3 балла

· Выражена зависимость между монетами, но решение  не завершено – 1 балл

· Задача не решена ИЛИ решена неверно ИЛИ приведен только верный ответ -0баллов 

Задание 4 
С помощью циркуля и линейки разделите пополам угол, вершина которого недоступна.

Решение.

Задача имеет множество решений. Рассмотрим один из них.
Выберем на сторонах угла произвольно по 2 точки: A, N, B, M и рассмотрим треугольники  АВС и NМС. Проведем в каждом из этих треугольников биссектрисы углов. Точка пересечения биссектрис углов треугольника АВС принадлежит и биссектрисе угла С. Аналогично, точка пересечения 2 биссектрис углов треугольника NМС также лежит на биссектрисе угла С. Проводим через эти 2 точки прямую, которая будет и биссектрисой угла С.
[image: image10.jpg]



Критерии 
· Приведено полное обоснованное решение -7баллов

· Решение в целом верное, но допущены  недочёты в обосновании -5 баллов
· Если рассуждения верны, но нет чертежа – 3балла

· Идея решения верна, но недостаточно обоснована, теоретические сведения применены на уровне интуиции - 2 балла

· Есть приведён только чертёж без пояснений и обоснований – 1 балл
· Если рассуждения ошибочны - 0 баллов

Задание 5
На столе лежат 2005 монет. Двое играют в следующую игру: ходят по очереди; за ход первый может взять со стола любое нечетное число монет от 1 до 99, второй любое четное число монет от 2 до 100.Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?

Решение.

Опишем стратегию первого игрока. Первым ходом он должен взять со стола 85 монет.
Каждым следующим, если второй игрок берет х монет, то первый игрок должен взять 101 х монет (он всегда может это сделать, потому что,  если х четное число от 2 до 100, то (101 х - нечетное число от 1 до 99).Так как 2005 = 101 х 19 + 85 + 1, то через 19 таких ответов после хода первого на столе останется 1 монета, и второй не сможет сделать ход, т. е. проиграет.
Критерии 
· Приведено полное обоснованное решение-7баллов.

· Приведено верное в целом рассуждение, содержащее незначительные пробелы или неточности -5 баллов
· Решение отсутствует, но есть продвижение (например, доказано,  какое количество монет должен взять первый игрок) – 3 балла
· Приведен только ответ ИЛИ задача не решена ИЛИ решена неверно-0 баллов
Муниципальный тур  олимпиады по математике
(2019/2020 уч. год)

Задания для 10 класса
Ответы и решения заданий.

Задание 1
Двое лыжников шли с постоянной скоростью 6 км/ч на расстоянии 200 метров друг от друга. Потом они стали подниматься на большую горку, и скорость упала до 4 км/ч. Потом оба лыжника съехали с горки со скоростью 7 км/ч и попали в глубокий снег, где их скорость стала всего 3 км/ч. Какого стало расстояние (в метрах) между ними? 
Ответ: 100 м.

Решение. Рассмотрим, что будет происходить с расстоянием с того момента, когда лыжники стали подниматься в горку. Сначала первый лыжник подошел к основанию горки. Второй при этом отставал от первого на 200 м, которое он прошел за 0,2/4 часа. Когда второй лыжник стал подниматься в горку первый отстоял от него на расстояние равное (0,2/6) х 4 х1000 м. То есть 200 х 4/6, то есть первоначальное расстояние надо умножить на отношение скоростей.

Применяя данное наблюдение к каждому  изменению скоростей в силу  изменения трассы получим 

200 м. х (4/6) х (7/4) х (3/7) = 200 м. х (3/6) = 100 м.

Задание 2
Два брокера купили акции одного достоинства на сумму 3640 руб. Когда цена на эти акции возросла, они продали часть акций на сумму 3927 руб. Первый брокер продал 75% своих акций, а второй 80% своих. При этом сумма от продажи акций, полученная вторым брокером, на 140% превысила сумму, полученную первым брокером. На сколько процентов возросла цена одной акции?
Ответ: 37,5 %
Решение.
Первый способ (близкий к арифметическому решению).
Пусть первый брокер купил x  акций, а второй — y акций. Тогда первый продал 0,75x акций, второй —0,8 y акций. 

То, что сумма от продажи акций, полученных вторым брокером, на 140% превысила сумму, полученную первым брокером, означает: сумма, полученная вторым брокером, больше суммы, полученной первым, в 2,4 раза: 

Так как цена одной акции у двух брокеров одинакова, а полученные суммы прямо пропорциональны количеству акций, проданных каждым брокером, то 
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 Если k — коэффициент пропорциональности количества акций, купленных брокерами, то ими приобретено 13 k акций на сумму 3640 р. Следовательно, на тот момент цена каждой акции составляла:


[image: image12.wmf]k

k

280

13

3640

=


 Первый брокер продал 0,75 
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 акций. Всего было продано 
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 акций. К моменту продажи цена одной акции стала
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Значит, цена одной акции возросла на 37,5%  
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 Второй способ (преобладает алгебраический подход).
Пусть x р. — первоначальная цена одной акции,
[image: image20.wmf]y

— количество акций, купленных первым брокером, z — количество акций, купленных вторым брокером. И пусть цена одной акции возросла на t %. Тогда:
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Со временем цена одной акции выросла до 
[image: image22.wmf])

01

,

0

1

(

t

x

+

×

рублей.

Первый брокер продал акций на сумму 
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Согласно условию задачи имеем: 
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Так как сумма от продажи акций, полученная вторым брокером, на 140% превысила сумму, полученную первым брокером, то 
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 Подставив полученное значение 
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в уравнение (1), будем иметь:


[image: image31.wmf]1120

3640

25

,

3

=

Û

=

xy

xy


 Подставим то же значение 
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в уравнение (2):
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 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf].
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А значение 
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нами найдено выше. Следовательно, 
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 Ответ: 37,5.

Задание 3
Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система уравнений
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имеет единственное решение.

Ответ: 
[image: image39.wmf],
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Решение.
Рассмотрим точки A(–1; 2), B(2; –1) и M(x; y) и вычислим попарные расстояния между ними: 

[image: image40.png]



[image: image41.png]


 [image: image42.png]
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Таким образом, уравнение  [image: image44.png]Ve 124+ =22+ (x— 22+ (v + 1)





задаёт множество точек, удовлетворяющих условию
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Поэтому множеством искомых значений параметра a являются либо промежуток (a1; a2], где a1 и a2 ― те значения а, при которых графики уравнений 
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 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]a
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проходят соответственно через точки А(-1;2) и В(2;-1), либо значение, 
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[image: image50.wmf]1

+

-

=

x

y

, касается графика уравнения 
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Таким образом: 1)
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Задание 4.

В треугольнике АВС угол В равен 60°, биссектрисы АК и СЕ пересекаются в точке О (точки К и Е лежат на соответствующих сторонах треугольника). Докажите, что ОК=ОЕ.

Решение.

 Покажем, что около четырехугольника ОЕВК (рис. 1) можно описать окружность.

(ЕОК=(АОС=180°– (ОАС – (ОСА=180°– 0,5((ВАС +(ВСА)=

=180°– 0,5(180°– (АВС) = 120°, и следовательно, (ЕОК+(ЕВК=180°, 
т.е. точки О, Е, В, К лежат на одной окружности.


Рис. 1

Так как О – точка пересечения биссектрис АК и СЕ, то прямая ВО делит угол В пополам: (ОВЕ =(ОВК, откуда ОЕ=ОК (как хорды, на которые опираются равные вписанные углы), что и требовалось доказать.

Задание 5
Имеется сто шестилитровых сосудов. В первом их них находится 1 
[image: image57.wmf]3
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, во втором– 2
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, …, в сотом – 100 
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воды. Разрешается из сосуда А перелить в сосуд В, уже имеющий небольшое количество воды, столько воды, сколько в В уже есть. Можно ли после нескольких переливаний добиться того, что

1) в сосудах вновь оказалось 1
[image: image60.wmf]3
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,2
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, …, 100
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воды, но при этом ни в одном из них не было бы первоначального его количества;

2) в каких- то пяти  сосудах оказалось по 3
[image: image63.wmf]3
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воды, а в остальных – 6
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,7
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 воды?

Ответ: 1) можно; 2) нельзя.
Решение. После переливания воды в каждый из следующих сосудов: из сотого в первый, из девяносто девятого во второй, …., из пятьдесят первого в пятидесятый получим следующее наполнение сосудов: 2
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и 99
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; 4
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 и 97
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; 100
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и 1
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. Таким образом получили во всех сосудах разное количество воды, но отличное от первоначального. 

Легко заметить, что при переливании предложенным способом число сосудов, содержащих нечетное число 
[image: image73.wmf]3
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воды не увеличивается. Действительно, при указанных переливаниях пара (ч,ч) перейдет в пару (ч,ч); пара (ч,н) перейдет в пару (ч,н), пара (н,н) перейдет в пару (ч,ч). Так как первоначально было 50 сосудов с нечетным числом 
[image: image74.wmf]3
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воды, а в предложенном в п.2 варианте , содержащим 3,3,3,3,3,6,7,…,100 
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получается 52 сосуда с нечетным числом 
[image: image76.wmf]3
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 воды, то требуемое переливание невозможно. (здесь запись (ч,ч), (н,н), (ч,н) означает, что соответственно берется пара сосудов с четным и четным числом 
[image: image77.wmf]3
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 воды, или нечетным и нечетным числом
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 и т.д.)
Критерии проверки

1. Любое полное верное решение (приведён верный пример, или найдено решение уравнения, или доказано, что условие задачи выполнено) — 7 баллов.

2. В целом верное решение, содержащее пробелы в обосновании, — 5−6 баллов. В частности, если не учтены некоторые свойства функций, которые повлияли на решение, не рассмотрены незначительные частные случаи –  5 баллов.

3. Верно выбран метод решения и сделаны значительные шаги по его реализации, но не обоснованы некоторые детали, а свойства применены на уровне интуиции — 3 баллами.

4. Верно выполнен только один из двух случаев - 3 б.

5. Есть некоторые разумные идеи, не приведшие к верному решению — 1−2 балла.

6. Только верный ответ — 0 баллов.
Муниципальный тур  олимпиады по математике
(2019/2020 уч. год)

Задания для 11 класса
Ответы и решения заданий.

Задание 1
Найдите все значения параметра a, при которых уравнение 
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имеет корни, принадлежащие промежутку 
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 Ответ: 
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Решение.
Преобразуем уравнение
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Очевидно, левая часть не меньше двух, а правая — не больше двух. Решение уравнения обязано делать обе части равными двум. Значит, при подстановке корня уравнения (если он есть) будем иметь 
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Также 
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.Нетрудно видеть, что при таких x и a уравнение выполняется.

Задание 2

Найдите центр симметрии графика функции     
[image: image87.wmf]1
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. (7 баллов)

Ответ: точка (-1;0) – центр симметрии графика.
Решение. 
Как известно центром симметрии обладают графики нечетных функций. Поэтому преобразуем исходную выражение исходной функции к виду
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Введем новую переменную t = x+1 и докажем нечетность полученной функции 
[image: image90.wmf]t
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. При этом у(-t) + y(t)=0. Следовательно,  у(-t) = –y(t), значит, точка (0;0) является центром симметрии графика функции. А в старых обозначениях х+1=0, у=0. То есть точка (-1;0) – центр симметрии графика исходной функции.
Задание 3

На плоскости дана парабола и ее вершина. С помощью циркуля и линейки постройте касательную к параболе в некоторой конкретной точке М. 

Решение. С помощью циркуля и линейки построим ось параболы и введем на плоскости прямоугольную систему координат ХОУ, где точка О – вершина параболы, а ось ОУ направлена по оси параболы. В данной системе координат уравнение параболы будет иметь вид 
[image: image91.wmf].
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 Пусть ОА =а, то АМ = 
[image: image92.wmf]2
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, то есть точка М(а, 
[image: image93.wmf]2
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Уравнение касательной к параболе в точке М будет иметь вид


[image: image94.wmf]),

(

2

2

a

x

ma

mx

y

-

=

-

 или 
[image: image95.wmf]2
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Касательная пересекает ось ОХ в точке В(а/2;0). Следовательно, точка В – середина отрезка ОА. Из полученного результата следует построение: в вершине О параболы строится перпендикуляр к оси параболы. На этот перпендикуляр из точки М опускается перпендикуляр МА, где А – основание перпендикуляра. Полученный отрезок ОА делится пополам точкой В. Прямая ВМ и будет касательной к параболе в точке М.
Задание 4.
Целые числа a, b, c таковы, что значения квадратных трёхчленов 
[image: image96.wmf]a
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 и 
[image: image97.wmf]b
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 при x = 1234 совпадают. Может ли первый трёхчлен при x = 1 принимать значение 2020? 
Ответ: не может.
Решение. 
Первое решение. Подставляя x = 1234 в оба трёхчлена и приравнивая их, получаем

[image: image98.wmf].
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После переноса всех членов в левую часть получим


[image: image99.wmf].
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Разделив последнее равенство на 1233, имеем 1235b−1234c−a = 0, то есть

a = 1235b − 1234c. Тогда значение первого трёхчлена в точке 1 равно
 a + b + c = 1236b −1233c = 3(412b −411c), то есть делится на 3; значит, оно не может равняться 2020.

Второе решение. Рассмотрим многочлен 
[image: image100.wmf].)
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Его степень не больше 2. По условию, P(1234) = 0; кроме того, очевидно, P(1) = 0. Значит, если его

степень равна 2, то по теореме Безу P(x) = (b−c)(x−1)(x−1234). Если же степень меньше 2, то он может быть только нулевым (поскольку у него есть два корня); тогда a = b = c, и всё равно верно равенство P(x) = (b − c)(x − 1)(x − 1234). Приравнивая

свободные члены в равенстве 
[image: image101.wmf].)
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= (b − c)(x − 1)(x − 1234),
получаем a − b = 1234(b − c), откуда a = 1235b − 1234c. Дальше

решение можно завершить так же, как и предыдущее.

Задание 5
Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворяют системе неравенств
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Ответ: S = 4 + 4
[image: image103.wmf]p
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Решение. Преобразуем первое уравнение системы выделяя полный квадрат. 
[image: image104.wmf]
Получим  на плоскости  2 круга радиуса R=2 с центрами в точках (0;2) и (0;-2)/
Второе уравнение системы задает часть плоскости вне квадрата с вершинами: (0;2), (0;-2), (2;0), (-2;0).

Третье уравнение преобразуем к виду:
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При этом 
[image: image106.wmf]).
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[image: image107]
Критерии проверки

1. Любое полное верное решение (приведён верный пример, или найдено решение уравнения, или доказано, что условие задачи выполнено) — 7 баллов.

2. В целом верное решение, содержащее пробелы в обосновании, — 5−6 баллов. В частности, если не учтены некоторые свойства функций, которые повлияли на решение, не рассмотрены незначительные частные случаи –  5 баллов.

3. Верно выбран метод решения и сделаны значительные шаги по его реализации, но не обоснованы некоторые детали, а свойства применены на уровне интуиции — 3 баллами.

4. Есть некоторые разумные идеи, не приведшие к верному решению — 1−2 балла.

5. Только верный ответ — 0 баллов.
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