Муниципальный тур  олимпиады по математике 

(2017/2018 учебный год)

Задания для 10 класса

1. Рассмотрим произведение ста сомножителей: 1!∙2!∙3!∙ …∙99!∙100!.

Можно ли выбросить один из этих сомножителей так, чтобы произведение оставшихся было полным квадратом некоторого числа? (Через n! обозначается произведение чисел 1∙2∙3∙ …∙n).                                                                                                                           
2. Вычислить выражение
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3. Каждое натуральное число от 1 до 50000 заменяют числом равным сумме его цифр. С получившимися цифрами проделывают ту же операцию, и так поступают до тех пор, пока все числа не станут однозначными. Сколько раз среди этих однозначных чисел встретится каждое из целых чисел от 0 до 8?
4. Равнобокая трапеция описана около окружности. Найти радиус окружности, если длины оснований равны  a и  b.
5. Сколько корней имеет уравнение  
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(В записи левой части уравнения участвует 2017 единиц.) Указать эти корни.
Все задания оцениваются в 7 баллов.
Муниципальный тур  олимпиады по математике 

(2017/2018 учебный год)

Решения заданий для 10 класса
1. Рассмотрим произведение ста сомножителей: 1!∙2!∙3!∙ ∙99!∙100!.

Можно ли выбросить один из этих сомножителей так, чтобы произведение оставшихся было полным квадратом некоторого числа? (Через n! обозначается произведение натуральных чисел 1∙2∙3∙ …∙n).
Решение. Так как 2! = 1! ∙2,   3! = 2! ∙3,  4! = 3! ∙4, …. 100! = 99! ∙100. Тогда произведение можно представить следующим образом:    1!∙2!∙3!∙ …∙99!∙100! =  
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                                                                               50 раз

Из записи ясно, что при выбрасывании скобки (1∙2∙3∙…∙50) = 50!, остается произведение, представляющее собой полный квадрат.

2. Вычислить выражение
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Решение.  Так как 
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Ответ: получили рациональное число, равное 2.

3. Каждое натуральное число от 1 до 50000 заменяют числом равным сумме его цифр. С получившимися цифрами проделывают ту же операцию, и так поступают до тех пор, пока все числа не станут однозначными. Сколько раз среди этих однозначных чисел встретится каждое из целых чисел от 0 до 8?

Решение: указанные однозначные числа в последовательном порядке таковы : 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 0, 1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 0,… .

Эта закономерность сохраняется и дальше. В самом деле, при замене натурального числа суммой его цифр остаток от деления числа на 9 остается неизменным, то есть является инвариантом данного преобразования. Поэтому при переходе от каждого натурального числа к следующему остаток от деления числа на 9 увеличивается на 1 или перескакивает от 8 к 0. 
Для того чтобы узнать, сколько таких групп цифр по 9 цифр в каждой, разделим 50000 на 9 с остатком : 
50000 = 9 х 5555 + 5.
Следовательно, таких групп 5555 . Еще одну, неполную группу образуют последние 5 цифр: 1, 2, 3, 4, 5.


Ответ: однозначные числа 1,2,3,4,5 встречаются 5556 раз, а числа 6,7,8 – 5555 раз.
4. Равнобокая трапеция описана около окружности. Найти радиус окружности, если длины оснований равны  a и  b.                                                        

[image: image19]
Решение. Пусть в равнобокой трапеции ABCD  BC= b, AD= a.   Эта трапеция равнобокая (АВ=СD). Она описана около окружности, следовательно, AB + CD = AD + BC. Отсюда получаем: AB = CD =1/2 (а+b).
Проведём BM и CN перпендикулярно к  AD. Трапеция равнобокая, поэтому углы  при основании равны, следовательно, равны и треугольники АВМ и CND,  а следовательно равны АМ и CN. По построению MBCN прямоугольник, поэтому BC = MN =b. Тогда AM = ½ (а-в).  Из прямоугольного треугольника АВМ  находим высоту трапеции 
BM = CN=
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Очевидно, что высота трапеции равна диаметру окружности, поэтому радиус вписанной окружности равен 
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5. Сколько корней имеет уравнение 
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? (В записи левой части уравнения участвует 2017 единиц.) Указать эти корни. 


Решение.  Раскроем модуль, примененный в данном уравнении последним. Получим два уравнения:   |… | | |х—1|-- 1|-- 1|…|-- 1 = + 2017 и  |… | | |х—1|-- 1|-- 1|…|-- 1 =  – 2017. Из этих уравнений второе |… | | |х—1|-- 1|-- 1|…| = --  2016 не может иметь решений  в силу того, что левая часть неотрицательна, а правая –  отрицательна. 
С первым уравнением повторим указанную процедуру. На каждом шаге одно из уравнений не будет иметь решений в силу отрицательности левой части. В итоге на 2016 шаге мы придем к равнению вида: |х—1| = 4033, откуда х—1=4033 и х—1 = -- 4033. Оба уравнения будут иметь по одному корню: х = 4034  --  первое , и х  = -- 4032 --  второе.  
Ответ:   уравнение имеет 2 решения {4034; -- 4032}.
Критерии проверки

· Любое полное верное решение (приведён верный пример, или найдено решение уравнения, или доказано, что условие задачи выполнено) — 7 баллов.

· В целом верное решение, содержащее пробелы в обосновании, — 5−6 баллов. В частности, если не учтены некоторые свойства функций, которые повлияли на решение, не рассмотрены незначительные частные случаи –  5 баллов.

· Верно выбран метод решения и сделаны значительные шаги по его реализации, но не обоснованы некоторые детали, а свойства применены на уровне интуиции — 3 баллами.

· Есть некоторые разумные идеи, не приведшие к верному решению — 1−2 балла.

· Только верный ответ — 0 баллов.
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